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DIFFERENTIALGLEICHUNGEN (DGL)

Definition und Klassifikation und Beispiele

Definition und Klassifikation

DWW

Definition Losungen
Gleichung, deren Unbekannte eine - = - ”
e ; . allgemeine Losung spezielle Lésung
Funktion ist und die Ableitungen der 1 " -
hten Funkti thilt Angabe der vollstandigen Losungsschar Anfangsbedingungen
iesuc ken unktion enthatt. inkl. Integrationskonstanten AB: [y(O) =0
nmer ur:%t) =y =y = () Ordnung = Anz. Integrationskonstanten “ly(0)=1
ywery=r=y j=-y y(©) = Axsin(t = ) y(©) =sint
Klassifikation
y(..): y™W 4+ h()y' + gy = f(x)
gewdhnliche DGL: y(x) mit konstanten homogen separierbar
Elne.VarlabIe (ODE) n:ter Ordnun.g Koeffizienten : “fx)=0 y * g) =f(x)
partielle DGL: y (x4, x;) hochste Ableitung () Ah(x) =C € R inhomogen y x
mehrere Variablen (PDE) g B f)#0

o, Dampfer”
e Zeitverzogerung” -> Tiefpass

Modell Modellierung Tiefpass
y(© PT1 x(t) , ) x(t) 0
N | g Lempy | OUT - m
T Yo Input T Output .
\V I
Aufsuchen einer partikuldren Lésung
x(t) = Xpom(x) + Xp Einschwingvorgang Xy, in DGL einsetzen
_t li =0 a kAT
x(t)= C=*e T + asinwt+ bcoswt o hom —bw+?=kA a:T—kl
y(t) = A * sin wt 1 b - @ 2
T = RC stationire Losung aw+—=0 b= kAwT
X T w2T?2 +1
Losung
Grenzwerte fiir w Verstirkung V(w) Phasenverschiebung ¢
b
w-0 V(@) D(w) k+T tang =— = -l
w) = =
> w>»T R
t w = ](() k k >
V w) = E3 T e e ——— w
() Vi) w 2w3T?
w — 00 V(a)A K Amplitude D
A /\m T G AT
k«AxT
[ w D = a2 -|- b2 P —
x(t) " > 1+ w?T?
t 1/ ® logw
T
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Lineare DGL 1.ter Ordnung

Lineare DGL 1ter Ordnung g(x): Stor funktion
y' () + f)y(x) = g(x)
[ homogen g(x) =0 ] [ inhomogen g(x) # 0 ]
Separation der Variablen \ @riation der Konstanten \ [ mit konstanten Koeffizienten / (x) = a, ]
1. Separation der Variable 1. Losung der homogenenDGL  y,  (x) = C * e[ rax mfsuchen einer partikuliren Lésung \
y(x) = C x e~ Jdx 2. Ansatz mit Variation Vinh %) = Viom (X) mit C(x) 1. Losung der homogenen DGL  y,  (x) = C + e~/ /()
2. Test der Konstanten Vinn (X) berechnen 2. Ansatz mit g (x) far ‘EQ) = (Tab.S.272)
in DGL einsetzen + kirzen ’ N g Y y‘? B o
3. Lésung der DGL fiir C(x) C(x) berechnen,Int. Konst. B : (g = 91 +9.) y,l,(x) -
4. Losung der inhomogenen DGL C(x) in Ansatz einsetzen 3. yp in DGLeinsetzen - ¢y, ¢, ¥, (%) + a9y, (%) = g(x)
\ J \ J \4 Alles einsetzen Yinh %) = Yhom X) + ¥, )

g Y,
konstant Cy
Elementare DGL's Separierbare DGL's DGL mit Richtungsfeld Polynom X"+ x+ ¢
n) x) = g(x "(x) * = x "(x) = X, i
y ) =gx) y'x)xfy) =gk) y' () =9kxy) sinx, cos x e * sin(x) + ¢, * cos(x)
sinx + cosx
Elementare Integration 1. yund x separieren Losung mit Richtungsfeld bx b#—-a, — Co * eP*
. Axe
1. nx*Integrieren . dx 2. »dx . L auf%elchnen b=-ay, = cyxxe™
3. Integration 2. schatzen
4. Nachy auflésen field:= field()
Elektrotechnik Mechanik Mischvorgange
R u(t) =R=*i(t) =R=*q Bewegungen Kréfte 1. Variable und y(t): Einwohner t
L =1 di(t) Led v(t) = s(t) Schwerkraft F—c; =m=xg Anfangsgrosse y(0) = -
= * = * — —
v q v(t) =axt Coulomb’sche Reibung | Fp = u = |EV’| Ay = (A)yzu AYap
£ . x(t
(6 = Cx du(t) 2 = 50 = 50 Stoke’sche Reibung F = 9+ |7 2. delta aufstellen = S.a - sear

(o 1 dt q a(t) = La x 2 Newton’sche Reibung | F, = —p « || * &

u(t)=—ji(t)dt=— 2

C C
Statik Dynamik 3. DGL aufstellen i_y _ 1960(8) _
. N - " t
Maschensatz, Spannungsteiler Z F=0 Z F=mx3§
i=1 i=1
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Lineare DGL 2.ter Ordnung

Lineare DGL 2ter Ordnung
y"' () + f0)y' (x) + g(x)y(x) = h(x)

g(x) =0 - DGL 1.0rdnung durch Substitution(z = y")
h(x): Storfunktion

[ homogen h(x) =0

J(

inhomogen h(x) # 0

f)=a g)=b

mit konstanten Koeffizienten

.

.
@sung mit Nullpunktsatz
1. Charakteristische Gleichung

—at+va?—4b
A +al+b=0 - 1, =—
2. Fallunterscheidung
D 31,2 Yhom(x)
D>0 (A, #1, ER) = (C; x eM¥ 4 (C, x eM2¥
D=0 (A4, =2, ER) = (C;x + C,) e
D <0 | (A, =atioweC) |=(Csinwx+C,coswx) *e™

\

J

Marcel Meschenmoser

r

mit konstanten Koeffizienten

fx)=a, gx)=b

Laplace-Transformation
(fiir x-ter Ordnung)
1. DGL laplacieren
y"(x) 0 —es2V(s) — 5 y(0)
f(x) y'® o—e f(x)
g(x)y(x) o —e g(x)

2. nach auflésen

3. Inverse Laplace-Transformation

\_

-y'(0)

L J
s - - )

nur spe2|elle’ Losung mfsuchen einer partikuldren Losung \
L y(0) =, y'(0) = J | 1. Losung der homogenen DGL
( ) Yhom = **

—y(0)

4. Alles einsetzen

JANE

2. Ansatz mit h(x) firy, (h = hy + h;)
v, = (Tab.S.282)

3. y, in DGL einsetzen — 4, B, C
Yp +ay, + by, = h(x)

Yinh = Yhom +yp

yZ,JI = .

J

Dozent: Martin Blinner

h(x) Unterscheidung Vp
b#0 (cpx™ + -+ cix+c¢y)
Polynom a%*0,b=0 x* (cpx™ + -+ cx +¢g)
a=b=0 x% * (Cpx™ + -+ o x + ¢p)
c#Aundc#A, A x e
ox c=M oderc=2, cx
e A %A, Ax xe
c=A =2 Ax? x e*

, . . A * sin Bx + B * cos fx
sin fx iB # A und jp # A, oder: C = sin(Bx + )
in cho_si_ﬁx gx|ig = A, oderip = A x(A * sin fx + B * cos Bx)

S cos x| jB = A, oder jB = 2, oder: Cx * sin(Bx + ¢)
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Laplace-Transformation

DWW

¢
Faltung: h(t) = f(t) »g(t) = f f()g(t—1)dr
0

(L — Operator) Reduzierte Transformationstabelle
Laplace-Transformation g®) oo
— - Dirac
= | g() e *dt —
fo )
L . . L . . Heavyside’sche
Funktion im Zeitbereich 0o—e Funktion im Bildbereich . P
-1 _ Sprungfunktion | ———f{ ——
g(t) =0 fur t'%‘, Inverse Laplace- :/s =0 +iw At S
. e —
teR :_ Transformation ! seC
Rezept beziiglich Nulistellen
T P;(s) — beliebig t
P P,(s) - Polynom 2.Grades
Nullstellen Vorgehen Ergebnis tn-1 !f
Xo = 2 € R | 1. Partialbruchzerlegung et (nh—1)!
xo=1€ R | a. Faltungssatz wenn Z3hler min linear ot |
(doppelt) | b. Dampfungssatz wenn ZahlBr konstant 1. <N\
1 S+2 s+1 1 a Sm(at) _;‘
* (s242s+5) (s+1)2+22  (s+1)2+422
Xo =2 €C | 2. Dampfungssatz fir s © (s + 1)? sin, cos @t \-\
s 1 1, cos(at _AC
2122 V2422 o ° COS(ZX) + ESII’I(Z(:) |
Regeln
Linearitatssatz ax*f(t) +bx*gt) o—e
Addition o—e
Verschiebungssatz o(t—a)*f(t—a) o—e
£ Verschiebung n. rechts o—e
o(t—a)f(t—a) a>0
ft—a)
Dampfungssatz e” 3 x f(t) o—e
Dampfung o—e
Faltungssatz f(t) * g(t) o—e
Faltung o—e

Differentiationssatz f'(t)o—e
f"(t) o—e
""" (t) o—e
Integrationssatz ¢
f f(t)dt o—e
Q
Grenzwertsitze 3lim £(¢) 3 ltl_r)r& f® IO VES O
»Anfangswerte haben t=eo . >0 .
einen Bezug zum Limes” lim f(t) = , glj{.}) f@) =
t>0
Dirac-Stoss
Eigenschaften 5(t) = {Oo' t=0 5(t—1)
Keine Funktion, sondern eine Distribution 0, sonst
Praktisch: kurzer, fester Schlag tm im
Verwendung: zur Systemidentifikation i t
5({) — .
[ s0=1 | se-or0=rm
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Ubertragungsfunktion G(s)
Zeitbereich Bildbereich Systemidentifikation
Z —Z durch Stossantwort
Input Output Y. () V0 (s) 5(0) 6(s)
—> S (S s
© Y@ | G(s) | Tem — G(s) —>

Beschreibung des Y, durch lineare bei linearer Ubertragung gilt Ein lineares System ist
DGL = Lineare Ubertragung Yous(s) = G(s) * Yoin(s) vollstandig charakterisiert
z.B. 1 durch seine Stossantwort

U, = LC * 1y + RC * 1, + u,

U, =

LCs?+ RCs +1

Ue

e (G (s) beschreibt die vollstindigen Eigenschaften des Systems
e Hintereinanderschaltung méglich: G(s) = G,(s) + G,(s)
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Lineare Schwingungen
Der lineare Schwinger im Bildbereich

Schwingungsgleichung &: Dampfungskonstante (6 > 0)

¥+ 20% + wix = (1)

w,: Eigenfrequenz (w, > 0)

Marcel Meschenmoser

Dozent: Martin Blinner

( . [ x(t) ) . F(is)[o S Erzwungene Schwingung [ (t) = k, * sin wt )
_>{5 w0} —> Freie Schwingung /() = 0 G(s) —> schwach gedampftes System: 0 < § < w,
\ — J L J
allgemeine Losung ( Lésung )
[ 1 k
x(t) = Clellt + Cze}'zt, /11‘2 = _6 i 62 - (,()2 oO—e = 2 A((U) = 2
0 s2 + 285 + wf \/(wg —02)2 + 45202
a - " - " N 20w
ungeddmpfte schwach gedampfte aperiodischer starke Dampfung tan~?! g ,w < W
Schwingung Schwingung Grenzfall (Kriechfall) (w5 — w?)
§=0 0<6<w, 8 = w, 5> w, p(w) = /2 W = W
\ / 20w
et L, w > w,
w? — w?)? ’
AR T g ~ e
; :
H ]
Alw) ,J i | Mit Resonanz
Losung Losung Losung Losung I : /
C, sin wyt + C, cos wyt e %t (C; sinwyt + C, cos w,t) (Cit+C,) e 0t Cie™Mt + Cyet2t
11,2 = tiw, /11'2 =—6+i ’wé—é‘z /11_2 =-6 /11‘2 —J ) ar ’52—(1)3 :
AN A § > oo; 1 =0
f- ~ 1. N T |
I ! > & =gross :
0 Wy 1) ;
(
Gekoppelte Schwingung ] Ohne Resonanz ©
\ H H
w w
Schwerpunktsschwingung Relativschwingung Frequenzen r %d %o
‘ X + x, ungedampftes System ow) gegenphasig
s — 2 E i w = Wy =21‘[f T , 5=0 w:-bwo_
X = X1~ X ; gedampftes System [ % = klein
r 2 : } R 5 : & = gross
: ; Wg = |wy — o) D 1 .3 TP
: ; \gleichphasig I
X=X x| | | Resonanzfrequenz w<<w :
Xy = Xg— Xy | | . D < } w, = \/m - w, w
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