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MEHRDIMENSIONALE ANALYSIS

Funktionen von mehreren Variablen

Allgemein

MAS

f:R? - R ordnet jedem Zahlenpaar (x,y) einen Werz Z zu.

Definitionsmenge
Definitionsbereich

N

]D)={(x,y) |x2+y2S4}
]D)={(x,y) |ZER2}={(x,y) |xE]R{,yE]R}

implizit

Partielle Ableitung

Partielle Ableitungen

Formen S5x+2y =5
explizit y=5—5x (nach Variablen aufgel6st)

Niveau-Hohenlinien 2 Schnitt mit verschiedenen z-Ebenen
Isolinien _ flx,y) =
Ebene Grundform Achsenabschnitte Keine Funktion aber Ebene

X vy z

z=ax+by+c —+—+—=1 x=4
Xo Yo Zp

Ableitung nach Ableitung nach |2te Ableitung 2te Ableitung gemischte partielle
x / x-Achse y / y-Achse nach x/x-Achse nach y/y-Achse Ableitungen
of of 0% f i a*f
o=/ =/ =5 = fax == fyy o= foy = fox
0x dy 0x2 dy dx dy

Gradient
senkrecht auf Isolinie

Richtung = Richtung des steilsten Anstiegs
Betrag = Maximaler Aufstieg

Tangentialebene

Anwendungen der partiellen Ableitungen

Funktionswerte / Ableitung in x / Ableitung in y identisch:

z = f(x0,¥0) + f2 (X0, ¥0) (x — x0) + £5, (X0, Y0) (¥ — ¥o)

Extremalstellen Vf(x )=0= (fx) Suchen von Maximum, Minimum oder Sattelpunkten
V) =U= fy Unterteilen in Funktion, auf Strecke und an Endpunkten
Geometri('e der Flx,y) Vf = (0) A Y) = fx * fyy — fy
2ten Ableitung 7/ - - 0 <0 =0 >0
N —
Ly Vf £ <0 part. Abl. | lok. Max.
/ R fxx = 0 |Sattelpunkt | héherer
v 1> 0 Ordnung | lok. Min.
Hessematrix H fox [y — o 1.
_ — _ S— —> T
und Taylor Reihe H = (fxy fry f(% +Bx) = f() + Vf () * Ax + EAx H Ax
Richtungsableitung of v ) L S (W
ﬁ(xm)’o) = m * Vf(x0, Vo) Steigung in Richtung v = (Uy)
of 0 TFed =0 Bewegung auf Hohenlinie
EE R Vixv= (da Gradient L Héhenlinie)

Differentiation auf

z(t) = f(x(@©),y@®)

Hohenprofil entlang des Pfades z(x, y)

=Talyor-Entwicklung
in 2D (1. Ordnung)

Pfaden dz d

Var1: at af(x(t),y(t)) Steigung entlang eines Pfades z(x, y)

Var 2: % = foritfyry »Verallgemeinerte Kettenregel”
Extremwerte mit . . Lagrange Funktion _
Nebenbedingungen NB Grafische Losung . o Unklar ob Min oder Max, Lx, y,_}L) - f(gﬁy) + Ag_(x,y)

- y Héhenlinien Ly=0 L,=0 L;=0
Max/Min |  f(x,y) = da 1ter Ordnung
NB g9(x,y) =0 x| VN Alternativ durch Einsetzen fG,y) = f(xy(x) =
NB(explizit) in Funktion setzen fr=0, fy =0

Totales Differential Zo + Az = f(xy + Ax, yy + Ay) exakt

Az = £, (X0, y0)Ax + fy(xo; Yo)Ay

Ndherung durch Tangentialebene
auch mit mehr als 2 part. Ableitungen
Fehler: 0 = |AZgyqie — AZpisy
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Zweifachintegrale

MAS

Flachenberechnung

Schwerpunkt S

Tragheitsmoment

Ebene Oberfliche O}, Volumen

homogen inhomogen Iz

1 1
xsz—f xdA xsz—f xp(x,y) dA =6f (x2+y?)dA
2 2 al, MJ, A
A=| 1da|=| [rP+£2+1dA|v=] f(xy)dA
A A A

1 1
ys=ZL ydA )’sZML yp(x,y) dA
A

y y _ kg
Dichte: [p] = -
i 7
| M= [ oy as
X X A
Achten, ob Integral im Positiven bleibt!! Integrale von Innen nach Aussen |6sen
Allgemein y = g(x) x = h(y)
b b d
d g2(x) ha(¥)
v=| [ renayaxlv=[ [ remdyax|v=[ [ reoydxdy
Kartesische Koordinaten s Je 2 9100 2 Jha(y)
=Ax*A
Y y Y y 9, (%) yﬂ h:(y)
Clay d 29 d = h)
g1 \X
dx c c
A —_
x
r=yx2+y? X =T%CoSQ a b x @ b x
tangp = y/x y=rxsing vertauschbar nicht vertauschbar nicht vertauschbar
\ oz T2 oz r2(9)
Polar Koordinaten V= J. f fr,p)rdrdo|V = f f f@r.@)rdr de
o, 1 o1 ri(p)
Za P(r,p) AA=rxdr*de
y
P2
Yy d@
%
rde %
n
vertauschbar nicht vertauschbar
Dreifachintegrale
Allgemein Ausrechnen von Dreifachintegralen
1 1 1=y
sz flx,y,2) av V=f f f 1dzdydx el V=f 1dv
14 0 Jo Yo v
fiR® >R z Punkte [x =0 x=1 homogene Masse M = J p(x,y,2)dV
zZ v
Linien [y =0 y=1
' BA potenzielle Energie | £ = f dE = ng zdVv
Y ) v v
xxx o Flachen|z=0|z=1-y
Grenzen dirfen nur Variablen dusserer Integrale besitzen.
Massentragheitsmoment Schwerpunkt
allgemein homogener inhomogen homogen inhomogen
]=m*rf=j dj dv ]=8j 2 dv ]=J r28(x,y,z) dV 1 1
= = v xS:VJ xdV x5=Mf p(x,y,2z) xdV
]Z=6j (x2+y?) dv jzzj (x2+y2) 8(x,y,2)dV v v
14 14

. 1
Vs = ;f ydv
.f'/\@ I = é‘f 2+2z2)dv|], = f (2 +2z2)6(x,v,2) dV v
72 v v 1
S

ZS=VJ- zdV
]y=6‘f (x%2+z3)dv ]y=f (x%2+2z2) 6(x,y,2) dV v
%4 174

1
Vs = va p(x,y,2z) ydV

1
ZS=Mf p(x,y;Z)ZdV
v
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Kartesische Koordinaten

z
P(x,y,z
Xy, 2)

NTB
Koordinatensysteme
Zylinderkoordinaten
ZAP(r, 0, 2)}
Y
x r h
rde
“S
dr
dav:
rdrde dz

Beispiele von Funktionen

X =7 *COSQ
y =rx*sing
z=2z

MAS

Kugelkoordinaten

r=x2+y%+2z?

tang =7/y
z

oSV = ————
Jxi+y? +22

ZAP®, 1, 0)

4]

y

ZON

A

X =7 *C0S@ *sind
y =71 xsing *sindy
z=r=*cosd

dr

r dd
rsind de

dav:
r?sind dr de d9
0<I9<m
0<¢p<2n

Z=x*y

Z=x3 +x;*y_y3
S - N

oy o

0
z

-teo

2004

Wichtige Funktionen

Kugel Einheitskugel Kreis (kartesisch) Kreis (polar) Einheitskreis Ellipse
2 _ .2 2.4 .2 — 2 2, .2 2 _ .2 2 x(t) = R * cos(t) <t < — .2 2 | %2 yz_
R =x"+y“+z l=x“+y“+z R =x“+y y(£) = R * sin (¢t) 0<t<2m|1=x“+y ;+ﬁ_1
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