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SCIENTIFIC COMPUTING

Die eindimensionale Warmeleitungsgleichung (WLG)

Begriffe
Temperatur T [T] = K,°C Mﬁss. fur die kinetische Energie von Molekdilen,
bei einer ungeordneten Bewegung
- . . J Verbindung von Temperatur und Energie
Spezifische Wirmekapazitit c [C] = kg_K AE = m C AT
Wirmefluss q [q] = ] _ WV |erosserje grosse'r die Temperaturdifferenz,
sm2 m?2 |von Plus nach Minus
w Kupfer | Silizium | Stahl | Glas | Wasser | Luft | Eis
£ leitkoeffizient k =
armeleftioetiizien k=% k| 400 | 90 | 40 |1.2| 06 |0.024]0.15
aT w
Fourier'sche Gesetz = —k*x— =
q * dx lq] 2
w
Spezifische Warmeleistung Q [Ql=—
m
2
Termische Relaxaltionszeit T = I%C typische Zeitkonstante fur die Warmeleitungsgleichung
Beispiel
TA TA ;
. . . C . ! nach 10s
Zwei Gegenstdnde mlt. unterschiedlichen jetzt —: aT j
Temperaturen werden in Kontakt gebracht g~AT . . ~— ! .
! TX ox | '
Herleitung
Gegeben Losung Uber Energieerhaltungssatz

Energiebilanz in ganz kleinem Gebilde

dx Anderung der Summe aller Warmeflisse Warmeleistung
@ inneren Energie (W] (W]
A, oT
X

AdxC— = Aq(t,x)—Aq(t,x+dx) + Adx
— xidx | PAdxXC— q(t,x) q( ) Q
T = T(t, x) Endresultat
Ansatz transient (=instationar) eindimensionale WLG stationare eindimensionale WLG
E=mCT aT 0%T 0%T
L PCo "5z =1 BTk
= —f *x —
a dx
Beispiel
Gegeben Daraus folgt Geometrische Bedeutung
T Tfallt T wichst
Q=0 oT _ 0°T sie mag keine Kriimmungen

p,Ck=1 3t 9x? sie gleicht Kriimmungen aus, bis sie Null ist (Gerade)

Anfangs und Randbedingungen
e Beider transienten WLG muss die Temperatur zum Zeitpunkt t=0 angegeben werden.
T(t =0,x) =Ty(x), Ty (x) ist gegeben
Moglichkeiten von Randbedingungen (RB)

Vorgabe der Temperatur | Vorgabe vom Warmefluss | Newtonsches Abkiihlungsgesetzt
(Dirichlet-RB) (Neumann-RB) (Robin-RB)
q= h (Too — Tl)
T, Umgebungstemperatur || h, Warmeiibergangs- w
o7 q koeffizient (m2 K)
T(t,x =0)=17°C k—(t,x =0) =q, stehende Luft 3—-10
0x stromende Luft 10 — 100
X, ruhendes Wasser 100 — 500
strémendes Wasser 500 — 10000
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Vektorfeld Divergenz (=Quellenstirke) eines Vektorfeldes Integralsatz von Gauss
v: R" > R" Wie viel von ¥ Flussin x und y: Fluss durch Flache
verldsst das Rechteck | ¢, = —v,(x,y) dy + v (x + dx,y)dy | U = const
v(x,y) ¢y = —v,(x,y) dx + v, (x,y + dy)dx | p=vxiixA
v (x,¥) dA = dx dy Insgesamt verldsst dA \ B # const
=@y b=¢,+p, = %4_0& dx d \ Lo
v, (x,y) dy dA o Y \ox dy Y A (j):L vxnxdA
y dx Divergenz des Vektorfeldes v -
X Fluss durch geschlossene Flache
» div e B =V x B 0V, 4 av, Jv,
! gl * = * =—=dJd -2 4
ey VT x oy "oz
Beispiele Beispiel Schale
S 1 >
v(x,y) = ( ) Vv v_w
0
V\\
% ¢ = jg UxilxdA
A
_—y — A
—_ — > N ~~—— .
V+E >0 VsEF=0 V+E <0
> X Bedeutung der Divergenz Satz von Gauss
5 y) = ()
y V¥ >0 | Quelle
V+5 <0 Senke iv*n*dA=dew*v*dV
\ / Rechenregeln Differentiell
x| X Vs (V4+W)=V*V4+Vsw DxAixdA=div*b*dV
¥ [N Vs (A*V) =AxVx*V A = Zahl
/ \ V(f*V) = (V) xV+ f*(V*V) f = Funktion

Die 3D-WLG

Ubersicht

Herleitung liber Energiebilanz in V

iD 3D Energie kann sich nur durch Energiequelle, -senke dandern oder sie kommt von aussen dazu.
T(t, x) T(t,x,y,2) Anderung der _ Summe aller Warmeflisse Warmeleistung
q(t,x) q(t,x,y,2) inneren Energie W] W]
aT S %
X —C,,f pTdV = —35 g*nx*dA + f Qdv
A at v 4 v
Randbedingungen Resultat

stationare dreidimensionale WLG

—V*(k*V*T):Q

e Vorgabe T (Dirichlet)
e  Heat Flux

transient (=instationar) dreidimensionale WLG

CaTVkVT—
p*p*a *(**)_Q

(n*VT) =qy+ h(T, —T)
qo Neumann Fallsk = const > V(kVT) =k*AxT
T Umgebung aT d°T 0%*T 9°T 0*T 0°*T 0°T
(T, —T) |Robin pCE‘k<ﬁ+W+ﬁ>=Q "‘(ﬁﬂa—yz*ﬁ):@

e  Symmetry

e[§-¢

Ei*ﬁ:

A= laplace — operator

Isolation
0
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Idealisierungen

Ziel Vereinfachte Simulation von

e lLangen Strukturen (fast 1D), wo sich der Querschnitt nicht andert und T konstant Gber den Querschnitt ist.
e Diinne flache Strukturen, die "fast 2D" sind.

Beispiel T=const, d.h. T = T(t, x) Ziel: DGL, die die Randbedingung der 3D-Situation beriicksichtigt.

OO

h, T,, convective cooling

Losung Energiebilanz in Anderung der Summe aller Warmeflisse n Quellen
h,T, inneren Energie (W] W]
CD m* C * %T = wvon links — vonrechts + iber Umfang + Warmequelle
X x +dx pAdx*C*%T=Aq(t,x)—Aq(t,x+dx)+h(Too—T)de+ Q Adx
c2r a(kaT)—hU(T T+
Puac" "ax\"ax) T "a Ve ¢

Quelle,die von T abhangt

2.4.1 Die Kontinuitatsgleichung

Massestrom / 7 . kg m kg
in Fluid i — u ==
( ) pu < lpil=—5—=—
u
\

Massebilanz Zeitliche Anderung der Masse in V. = Summe aller Massenfliisse

A

—§ pU*TdA
A
mit Gauss:

—jV Vs (pu)dV

d

a

Kontinuitatsgleichung L d

D Vol | folgt: — ) =
(Masseerhaltung) a das Volumen beliebig ist, folgt Btp +Vx(pM) =0

Falls p = const in Ort und Zeit: V() =0

e Aout

—_ Uin Ain = Uout Aout
> Uout
Uin

2 Arten von Warmefliissen
Konduktion (Conductive) q=—kVT Schwingung auf Nachbarmolekile

Konvektion (Convection) q. = puCT Warmetransport durch ein bewegtes Medium
— Diffusion — Equation

2.4.2 WLG mit Konvektion

Gegeben e  Konduktion + Konvektion
e p=const
e  Strémungsgewschwindigkeit i = gegeben
Losung alt oT
C——-Vq-=
- pCr—Va=0
nev pC =z =V * [=KVT + picT] = Q
Betrache VpuCT = pC V(uT)
Produktregel pC[(V*u)T +u = VT]
V+u =0 - Masseerhaltung
- pCu * VT
Resultat instationar stationar
aT -
pC [E +x VT] — V(kVT) = Q pCu VT = V(kVT) = Q
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Warmeleitung in Zylinderkoordinaten
pCaT

at

10
ror

b

bei axiamler Symmetrie (Flasche):
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1 0°T 09?2

o

r2ogp?

aT

"or 922

T]ZQ

1 9%T

r299?

3. Stromungsmechanik

SC

Fluid wird beschrieben durch: Merke
u(t, x,y,2) stationér heisst: P 0
e  Geschwindigkeit ut,x,y,z) =\ v(t,x,y,2)
) : ) w(t,x,y,2) e Stromlinien
e Dichte p(t,x,y,z <+
e Druck p(t,x,y,2) ? Q
e Temperatur T(t,x,y,2) u(t,x,y,2)
Geg: uU(t,x,v,z)
x(s)
Stromlinie zur (festen) Zeit t ist eine Funktion X(s) = | y(s)
z(s)
mit % = AU(t, x,y,2)
mit einem A.
Materielle Ableitung Beispiel
Es sei f(t, x,y, z) eine Fluideigenschaft. T(x,y) = ax
2.B. Temperatur, Konzentration Fall 1: Df _ 6_T+ @+ V)T
Wie dndert sich diese Eigenschaft fir ein bestimmtes 7= (1) Dt u
Fluidteilchen, dass sich mit dem Fluid bewegt. 0 =0+ (u— + v—) ax
Df d
o= 7 f(Ex®©,y(0),2(0) —a
Do orox oroy oros Fall 2 Df T e
T 9t Tdxdt ' dydt ' dzdt 7=(°) Dt dt "
_6f+ 6f+ of af 1 —0+(ui+vi)ax
~dar T Yox ”ay oz ox gy
. dax ax
Also: —0+(0—+1—)—0
OF_OF @ vy
Dt dt Beispiel D1 D) _Y
_— * X
Dt u W :
(e rorn)ol]
— — x
<—y) Yox TPy T Va2 O\
U=w=*| x - —x
a a\(Y
0 =w2(—y—+x—) x |=w?l-y
0x dy 0 0

J . .
Der Operator P ist nur auf die Symbole rechts davon anwendbar.

0

U—V=U*——

ox
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Navier-Stokes-Gleichung (10.12.2012)
Newtonsches Fluid
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Experiment
A /
F
— ou
S u()’) = E
Yo />
I ;
F=n AK n dynamische Viskositat [n]=Pas
Yo
Idee:
n = const
Schubspannung
du
= * —
T &
Typische Werte
Schmierseife ~10%Pa s
o] ~1Pas
Wasser ~1073Pa s
Luft ~10"%Pa s
Herleitung
Du S S
pD—t=nAu—Vp+pg
=Scherkraft-Druckkraft+Volumetrische Kraft
V=0
Beispiel
Stationdre ebene Kanalstromung
NN,
h
4TI
L’ x
u=u(y)
v=w=0
u0) =u(k)=0
Losung allgemein Losung am Beispiel
[ N ou ‘s ou N ou 0*u  0%*u L P 0%u _op a 0. da stationir
p Yax TVay "Wzl T M ax? Tay? T dzz) " dx ac
617 ov ov 0%v 0%v 0d%*v\ O0p v=w=0
[ U vt w =+t Ju
dy dz dx?  dy? dz? dy ™ =0, da =u(y)
ow 6W ow ow o*w  9*w  d*w\ 0
p[—+u—+v—+w— - n 9P | Also bleibt
ot d dy dz dx?  dy? dz? Cdz 0%u  dp d’p
a_u 6_17 6_W 0 n*d—yzza, (**)_)E:
ox dy 0z dp Op 0 D o)
—_ —= * g =
oy 0z p=plx
o _ K = t
i cons
damit wird aus (**)
0’u _1dp K
dy? ndx 7
K 2
u(y) = _ﬁy +CGy+G
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also
Bestimme C;, C, aus RB
0=u(0) =C,
h
0=u(th)=+—K
2n

— K 2 h
*u(y)——ﬁy +5Ky
also
1
u(y) = Kﬁy(h =)

-> Parabelférmiges Strogunsprofil !

Reynoldszahl
_p*UxL

gibt an, ob eine Strémung
laminar Re < 2000
oder
turbulent Re > 2000
ist
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Gegeben
kg
p=l
n=10"5Pas
Skizze
Uy
—_—
A
im
4
Losung
Lu
Re = Pro
n’l
= Re —
Ug epL
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