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Statistik
GauRBsche Normalverteilung (Theorie)

Histogramm (Praxis)

Gebrauch: bei n > 100 n; A h;
A
y
f@) Realisierung __ b
Wendepunkte
A=1
- | >
u—o pu uto
opmn— )
X)) =———%x¢ g
V2T * o
X | Zufallsvariable n | Anzahl Messungen
£00) Dichte der £ =0 m_|Klassen R i \/—HR :
Normalverteilung - b |Klassenbreite —_max _min
m
Verteilungsfunktion _ J’x FOdr h; |Klassenhéhe =r1/b
F(x) |Flache unter f(x) e n; |Absolute Haufigkeit
»,monoton steigend” 0<F(x)<1 r; |relative Haufigkeit | =n;/n
.. 0 .. n
4 Flache der . _ F)dx = 1 Fliche 4 Flfache des _ bxh =
Normalverteilung o Histogramm i=1
Erwartungswert = fmx * f(x)dx x Mittelwert = lzn X;
2 g . arithm. Mittel S onduiz "
. emp. Standard- | 1 n —
o | Standardabweichung von X S abweichung il Zi=1(xi —-x)
o? |Varianz von X = f (x — w)?*f(x)dx s? | empirische Varianz
—00
Standardnormalverteilung 1 . e_%xz o |emp Standardabweichung _5
c=1lundu=0 21 * | des Mittelwertes Jn
Wabhrscheinlichkeiten 10x genauer = 100x mehr Messwerte
b Mehrere Histogramme (fiir x — o)
PlasXx<b)= L f(O)dt Mittelwerte addieren | x, =X, + X,
Plu—o<X<u+o)=683% Varianzen addieren st =s2+s}
P(u—20<X<u+20)=955% . [,
P(u—30c<X<pu+30)=99.7% Standardabweichung | s, = st +5;
Student t-Verteilung
Gebrauch: bei n < 30 (30<n<100 empfohlen) Zufallsvariable T
¥ —
= im Vertrauensintervall |—t,,,,t
s \/7’_1 [ a/2 a/z]

Sicherheitswahrscheinlichkeit S

S _ S
S=P(—ta/2 STSta/z) =P<—ta/2*ﬁ3x—,uﬁta/2*\/—ﬁ)

Irrtumswahrscheinlichkeit a

a=1-S5
Freiheitsgrad v
v=n-—1

Weitere Verteilungsarten

Gleichverteilung, Exponentialverteilung, Dreiecksverteilung
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Messunsicherheit

Messergebnis
m n U Mo | Korrigierter Mittelwert (bester Schatzwert)
korr - U Erweiterte Unsicherheit (Streuung)
m = Xx |Arithmetischer Mittelwert
e Bekannte systematische Abweichun
m - €sys + k * Uc S - Y g
k Erweiterungsfaktor (= -+ * o)
Uc Kombinierte Standardunsicherheit Typ C
Messgerat zu ungenau | up > Uy | . uy Stanfja'rdun5|cherhe|t Typ A
” - — u (statistische Analyse)
Messgerat optimal Up = Uy Blous = [u? + u? - -
Messgerat zu genau L < U ¢ A B u Standardunsicherheit Typ B
B Al B | (Messgerite, -aufbau, -verfahren)
Dreiecksverteilung NG s t2 xer_trauensfaktor (bein < 100,t # 1)
s?: |Rechteckverteilung | /3 Ua =t vn 2 arianzen __ ,
U-formize Verteilun 7z W =t xs Uy Empfindlichkeitsabweichung
§ & 4 x Uy Nullpunktsabweichung
Angaben des Herstellers Bereich mit keine weiteren |digitale Anzeigen . . .
e g . Messunsicherheitsanteile
oder Kalibirierzertifikate | Vertrauensniveau Angaben x% +ydgts
Wert U a , (aZ +aZ +a?+a?)
ug = Ug = — Up = - up = Juptuf |up= 2)2
Up: k t S (s)
Wert: Angabe U: Unsicherheit a: Garantiefehler - X *m ay: Nullpunktsabweichung
k: Erweiterungsfaktor t: aus Tabelle E s? a,: Schwankung der Anzeige
(= % 0) Auflxy |a,: Auflésung der Anzeige
Uy = — 2 . . ..
s a,,: Umgebungseinflisse
Zulei- Ohm- Vorgehen nach GUM
tung  meter 140.12 1. e 5 u
S . 140.13 ) 5ys 6 UC
L] 140.19 - Mot ' .
14008 3. uy 7. Vollst. Messergebnis
140.11 4, ug
1 140.12 Faktor 10 Regel
1 140.09 i ) e b 1
l 140.10 Messunsicherheit des Messgerat héchstens /10 der
140.11 J geforderten Messunsicherheit
(=7
—8ys m
Fortpflanzungsgesetz
Idee Das Messergebnis F soll eine Funktion von N Teilmesswerten f; sein F=F(fi,fo -, fn)
Gesetze Multiplikation und Division F = f; x f, und F = f,/f5 Addition und Subtraktion F = f; + f,
2 2 2
U(F)> (u(f1)) <u(f2)>
= +(—= u(F)? = u(f))? + u(f,)?
<m(F) m(f1) m(f3)

Messwesen
Kalibrieren: Vergleichen von Sekundarnormale mit anderen Messgerdten oder Referenzmaterialien.
Eichen: Bestatigen, dass ein Messmittel den gesetzlichen Anforderungen entspricht.

Kontrolle vor Auslieferung Kontrolle vom Kunden Kennzahlen der Prozessfahigkeit
Freigfbe ok. Freigabe ok. l minéd * o
—— 0 5 .
"""""""""""""" U *uew ! GW
oTG E— oTG ® 30
B S Ju € 25
+ =20 o _ 076 -UTG
- Freigabe- X 15 =
Freigabe- i [} p
bersich + bereieh £ 10 6s
® 5
T
T uTG 0 +——+ —+ Cpr > 1.33
TG - OTG —m m—-UTG
Ausschuss Ausschuss C = min
- - - pk 3s= ' 3s
Messunsicherheit reduziert Toleranz
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Fourier-Reihen

Druckdatum: 31.03.13

SYSA

Jede periodische Funktion lasst sich als unendliche Summe von trigonometrischen Funktionen schreiben!

Fourier-Polynom

1. Funktion f(t) sei periodisch mit Periode T Darstellung des Zeitverlaufs
N = —1furt € [-1,0) Gibbsscher
f® = 1 fiirt €[0,1) Uberschwinger
1 1 = = / Gibbs-Effekt
re2 | potol| m=2h=r
T _2 wo = ggt(..)
2. Gleichanteil Mittelwert der Funktion: a,/2 = 0 s/ X
3. Fourier-Spektrum Gerade Funktionen: f(t) = f(—t)
(Gesamtheit der - b, =0, Cx = Cp, c ER ] N . A
Fourier-Koeffizienten) |Ungerade Funktionen: f(t) = —f(—t) ’ VN
24 =0 o =—cp EC Darstellung des Spektrums
k= 1 2 3 L o
ay 0 0 0 12
bk 4/7I 0 4/37'[ e
4. Grundschwingung )= 4/71 sin(m * x) "1 b _& k ungerade
1 . 06T kT 7 . .
5. Oberschwingungen f3(x) = 4/3n sin(3m * x) k kx
fs(x) = 4/5n sin(5m * x)
6. Fourier-Polynom Fourier-Reihe mit endlichen Summanden ’ | | | Lt gt et s k
Z.B.9, f1_9 = f1 + f2 + - + fg oo o ' 10 20 w0 10 50
Fourier-Reihen
2 T
a, = Tf f@®) cos(tkwot)dt k=01,.. o ____ 1T
/ AY .
) OT : a, = 2¢, : Cp = Tj- f(t) * e ~Jk@ot gt
b, == t)sin(kwot)dt k =1,2,.. = 0
o= | FOsinGud | 4= 2R T ey o rest
1 bk - _Zlm(ck) 1 k — _101
Reelle Darstellung ! k=12,. ! o e
4__\ ____________ 4
a
f©) ==+ Y (a,cos(kwot) + by sin(kwot)) Co = ap/2 Komplexe Darstellung
HZ—’ — = 0 0/ oo
. k=1 o~ | _ (a _]bk)/ .
Gleichanteil k =1: Grundschwingung Ck 2 f(t) = Z cp * eJkwot
. i a, +jb -
k> 1: Oberschwingung Cp = (ar +j k)/z k=—o0
-----k___‘ ay = 24, (wenn ¢, = 0) k=12 ,____Z___‘
O Ag=lagl/z G0 = m2A0 (wenn g =180%) [ g < i) T =
: 22 : ag = ¢, +c_y A, = 2l k=12. 11 P |
= =7 — = — k
L A=t b N e =1 e ox = arg(c) k=01, 7 G Akj .
1 _ b 1 — L4 I a ] 1
Ce=tan (<0,) | / =g
o k=12 - L k=12 )
Amplitude  £(¢) = 2 Agcostkaot+o9) |
und Phase k=0~
Amplitude Phase

Filter

Tiefpassfilter

Hochpassfilter

Idealer Tiefpass

Lasst tiefe Frequenzen (fast) unverandert,
dampft hohe Fourier-Koeffizienten

Lasst hohe Frequenzen (fast) unverandert,
dampft tiefe Fourier-Koeffizienten

127

107 1 0 0 1 i

ms-“ | H I\ I H I
| nl

067 ‘I “‘ \ | ‘\

0.4] n
02 .
00
-02] | \ t
‘ . '\l ‘ |
-0.47 | [ (. |
|

! Mo (W
_0.84 | |/ | il
LAY R

_1.24

(Iasst Frequenzen bis feren, = K * fo
unverandert durch)

FO=) gl
k

_{1}7i_jr|k|s1<
k70 fur |k| > K

Bandpassfilter Dampft bis auf ein Frequenzb

and tiefe und hohe Frequenzanteile

Fourier-Koeffizienten Idealer Filter

A, idealer Hochpassfilter

idealer Tiefpassfilter
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Fourier Transformation

Kontinuierliche Fourier-Transformation

Verallgemeinerung der Fourier-Reihe fiir nicht periodische Signale! f
jmT T T s s s s | Konstante
L o . ! P o—e
1 f(w) = e J@tde |
: f(@) f_mf( ) : Dirac-Stoss 0—e
“““““““““ AS(t)
Funktion im Zeitbereich 0—e Funktion im Frequenzbereich Rechteck-Fenster
f@® f(w) {A, |t| < 0.5T, | o—e
— T m e —------Toooo 0,]t] > 0.5T,
1 (> '
= £ jot :
O =5 f@erdo! sino) | o,
L - | mt
e Fourier-Transformation ist linear Dirac-Stoss: §(t) = limr_,q rect(t)
f(t) = gerade, wenn f(w) reell und gerade ist @ .
Reelle f(t): . (D = 8 n f(w) reell und g _ f 5(6) =1 8(t) = 0 fiirt # 0
f(t) = ungerade, wenn f(w) imaginir und ungerade ist —o
e Spektrallinie im Fourierspektrum = komplexe Exponentialfunktion mit der entsprechenden Frequenz
e Die Fourier-Transformierte der sin, cos Funktion besteht jeweils aus zwei Spektrallinien bei w und —w

Diskrete Fourier-Transformation
Berechnung der Fourier-Koeffizienten aus Funktionswerten von nicht periodischen, bandlimitierten Signalen!

o N-1 )
L =) fnjesmn
Ll=_0 __________ F]
A
t|/l Funktionswerte im Zeitbereich Funktloncsw:r;le 'm Frequ:rrl'llzger;mh \ | f
nl = f(n x At f k] = m A | >
flnl = rln = 42) = oW mi+ 0. 260 | 5 >
kecC Af
- 7 \lleN/
Messdauer i f[n] = N f[k]e} nam/ : IDFT
fih) A A R g 5L N a
e
: Fourier-Koeffizienten
Theorem von Shannon / k>0 k=1
fs> 2% fax ' Flk] fl2K +1—k] oder c_, = ci
— Cp=—— | Ccp=——F7—
[ vy 4 N N
e Funktion muss bandlimitiert sein (endliche Fourier-Koeff.) kkn=0,..,N—1 Indizes
f(w) =0 fiir || > 27 fnqy N=Txf, Anzahl Samples (Punkte)
¢, = 0 fiir |k| > fmax/f fmax =k * fo Grenzfrequenz
0 — .
e f(t) ist eindeutig bestimmt durch [N = 2K + 1| Fourier-Koeffizienten fuyquist = 0-5fs Nyquist-Frequenz
e Verlustfrei = Signale bis zu f,,,4, zu detektieren: fs = N/T = N * f, |Sampling-Frequenz
At = 1/f = T/N Abtastintervall
e Fir reelle Funktionen (c_, = ci) 1 £
o Wy = max(wy,wy, ...) Af = /Messdmmr Abtastfrequenz
t; =1x*At Stutzstellen
Problem Folge Losung
wenn Amplitudenspektrum wird an der Mit einem analogen Tiefpassfilter
Aliasing = wenn Theorem von Shannon |—¥{Nyquist-Frequenz gespiegelt —»das Signal filtern, um Aliasing zu

nicht eingehalten wird — nicht das ,richtige” Spektrum vermeiden

Amlitude)

e Nach dem Samplen kann das
’ I Spektrum nicht mehr repariert
e

- st | s werden
Leackage keine ganze Anzahl an Perioden ! neue Spektrallinien Fensterfunktionen
(lecken) -> Abrupte Uberginge P Amplitude leidet,verschmiert

grossere Messdauer oder
mehrere Peaks

Verschmieren da Keule breiter als die Funktion falsche Amplitude grosseres I'Eenster (Effekt zu klein)
Zero-Padding
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Samplen von mehreren Perioden
1 Periode fit) B 1 !
1 1 1 0ol = |
fNyquist = 0.5f; ’
N=Txf 0.8k ]
1 0.7+ il
Af =~
f T [ #1 ty 1 t =] 06r b
® o4l OIS DS S B
PY 0.3F e S T
? 01F [ ]
o 1234 2 ¢ SN S TS
TTTT Frequenz
3 Perioden f(t) 14 ;
_ 1 T 1 :
fNyquist - Osfs 1.2f k
N =3T * f;
1 1+ i
Af = —
f 3T by t tyay tox tina t gO.S’ B
%
Frequenzaufldsung L g < 08r 5 I
wird vergrossert. 0af N
0 2 4 6 8 10
Frequenz
falsche Periode 09 ' g '
(nicht genau 08 .
eine Periode) 07 1
0.6 R
[
Z05- 1
i RS N RN S Sp— — |
. 0.3f -
i
-15 I I i i ! L i
0 1 2 3 4 5 6 Frequenz
Entstehung einer kiinstlichen Sprungstelle Spektrum wird verschmiert
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