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THEORETISCHE INFORMATIK
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Sprachen und Automaten (~36%)

Sprachen
Alphabet X nicht leere endliche Menge (von Zeichen/Symbole) Zeichen: 'd’
(Sigma) Beispiel: {a,b,c,d} =%, {0} =:Z,Nicht Beispiel: {0,1,2,3 ...} Anzahl:  |Z|
Wort w / String / | Gber Alphatbet X, ist eine endliche Folge von Zeichen/Elementen aus Z, evt. leer String: "a" oder "ab"
Zeichenkette Beispiel: acdcd Wort Uber X, 0000 Wort lber Z, ‘al #"a"
leeres Wort € | (iber jedem Alphabet Leerer String: ""
(epsilon) | € nicht Element von Alphabet, sondern ein Meta-Symbol -> stehen lassen Length: w|
X* Menge aller Worter Giber £
Konkatenation / |von Worter x und y Giber X: X = X1X3..Xp, xX; €L, n=0
Zusammenfiigen | Konkat (=Punkt) kann weggelassen werden YV =V1V2.-Vn, Vi € Xy, n=0
o In Java +, In Haskell ++ XYy =Xy =X1X3 . XnV1Y2 o Vn
Monoid Sei M eine Menge von o (Kringel): M x M - M | Beispiel: Natlrliche Zahlen
(Re-use) Operation: Das Paar (M,o) heisst Monoid, falls gilt: N ={0,1,2,3,..} N* ={1,2,3}
1. Assoziativgesetz (acb)oc=ao (boc) 1. (N, +) (Addition) ist ein Monoid mit 0 neutral
V(= Quantor)a,b,c € M 2. (N4, +) (Addition) ist kein Monoid, O fehlt
2. Esgibt ein e(neutrales Element) € M mit| 3. (N,,*)(Multiplikation) ist ein Monoid mit 1 neutral
€ca=a=ace—~>V,EM 4. (Z*,)( Konkatenation) ist ein Monoid mit € neutral
Potenzen Sei (M,o) ein Monoid mit neutral €. Sei a € M a"=aoa*l=qgoaqo..0oqo0 ¢ n=>1
a® = ¢, @° = {e} 0315 = 00011111, (01)* = 01010101
Sprache Giber X | Menge von Wortern lber X, also € * {}=0 // leere Sprache (kleinste)
{e} // Sprache aus leerem Wort
Wort hat hier(bei uns) keinerlei Bedeutung. * // Menge aller Worter (grosste)

Wir interessieren uns aber, ob ein Wort in einer

{a,aa, ab, ac,ddd} tber X,

Sprache enthalten ist. {0,00,000, ...} // codiert N*
C = {w € Z*(ASCID)|w von gcc akzeptiert} |{€, 0,00,000,...} // codiert N
Assoziativgesetz (aob)oc=ao(boc)
Distributivgesetz |a x (b+c) =a*b+a*c und (a+b)*c=axc+b=*c wobei Va,b,ceM
Kommutativges. aecb=boa

Operationen
Vereinigung

Schnittmenge

Konkatenation

Kleene'sche
Stern

Sei L4, L, Sprachen uber X.

Beispiel: £ = {a, b,..,z}, L, ={a, b}, L, = {c,d}

L UL, L,uL,={ab,cd}
LiVe={a,b,e}
L, U@ = L, (neutrales Element)
LinlL, LinL,=9

L, N @ = @ (vernichtendes Element)

Ly Ly ={w; - wy|w; € Ly, w, € Ly}

Konkat auf Sprachen ist ein Monoid mit
{€} neutral -> L™ also definiert

L,L, = {ac,ad, bc, bd}
L,L, = {ca,ch,da,db}
L, - € = L, (neutrales Element)
L, - ® = @ (vernichtendes Element)

[ee]
L =Uzk=L°uL1uL2u...u...L"
k=0

L = {S,a,b,aa,ab,ba,bb,...}
Ly 1l 2

L1
9 = {e}, )

X: kart. Produkt

Ly X L,

Ly X L, ={(a,c),(a,d),(,c),(b,d)}

Idempotent

S=(M,+:MxM—> M,

ki MXM-—> M, 1: M)

Semirings S with | Menge M, Addition die kartesische Menge wieder die Menge M gibt, mit aus
Oand 1 Multiplikation die kartesische Menge wieder die Menge M gibt, mit neutralem Element 1 aus
1| (@a+b)+c=a+ (b+c) |Assoziativgesetz + semigroup + |abelian abelian
2 a+b=b+a Kummultativgesetz + semigroup | Monoid -:
3 O+a=a=a+0 neutrales Element + mit O 5 .%D
4| (axb)xc=a=(b=*c) |Assoziativgesetzt * semigroup * | Monoid 2 €
5 lxa=a=ax1 neutrales Element * mit 1 S} E -
6|ax(b+c)=a=b+ axc |Distributivgesetz links £ § 2
7| (a+ b) *c = a*c+ b *c |Distributivgesetz rechts g s 3
8 0Oxa=0=ax0 Absorbierung mit 0 n % =
9 ata=a 2 3
Vereinfachungen abe = eab € # {€} » genau nehmen n Xy * Xy kX, n=1
cc=¢ I{x.y}l={1’ fallsx =y nxiz{ 1, n=0
2, sonst i=1
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Automaten
DFA Zustandsibergangsdiagram Eingabe: 1101 € ¥*
Deterministic A A 1. Start: q,
Finite 1 = 2. Lese1101,q; — q,
Automator L) 3. Lese 1101, g, — q,
4. lese 1101, g, — q3
Ein DFA ist ein 5-Tupel (5 wichtige Bestandteile, Q,%, 6, s, F) > Lese 11,01' a3 =42 = Endzustand
1. Q: endliche Menge von Zustinde = (41, 42 45} 6. Akzeptiere 1101, da g, akzeptierend
1
2. X:Eingabealphabet = {0,1} 61011 6(q1,0) =
3 5 total . . 91191192 oqer 6(q1,1) =q2
. 0:Q XX —> Q:Transition siehe rechts 4 a1 19,
4. s,q, € Q: Startzustand =q, 9| q. | g,
5. F € Q: Menge akzeptierter Zustainde = {q,}
akzeptieren | M akzeptiert Wort w, falls: /’9 /@
/ erkennen 1. qgo=Ss
2. q; = 6(ql‘_1,Wi),i =1..n 0’1 011
3. qm€F akzeptiert kein Wort akzeptiert jedes Wort
M erkennt Sprache L, falls: erkennt leere Sprache @ | erkennt £*
L = {w € X*|M akzeptiert w}
regular Eine Sprache heisst reguldr, falls ein DFA existiert, der die Sprache erkennt.
Unite DFAs Qu=0:%x0;={(q1,92)19: € Q1 V q; € Q;} Q,=1{A,B,C} x {1,2} = {A1,A2,B1,B2,(C1,(C2}
LyVL, Fy ={(q192)|q: € F1V q; € F,} F, ={B} F, ={2} - F, = {A2,B1,B2,C2}
Fn={(Q1'CI2)|C(I1EF)1ACI2 € F,} 5,04 ~(9)1)=% s =1, sy = Al
U-V S =151,82 1A, V)= _ _
n-A du((‘h' qz), x) = (51(611:35): 52(512:95)) 5,(1,0) =2 0= ((A' 0, (1'0)) = b2
NFA ein NFA ist ein 5 Tupel (Q, %, 6, s, F) mit Beispiel fur §: Automat N
Non- 1) Q: endliche Menge von Zustdnden ) 0 1 €
deterministic 2) X:Eingabealphabet 91 {g:31{91, 923 @
Finite 3) 6:Q XX, > P(Q) (P = Potenzmenge) mit Z, := X U {€} 9 {gz}] 0 [{q3}
Automator 4) s,q, € Q: Startzustand qs | @ | {q.} | @
5) F € Q: Menge akzeptierter Zustdnde -> evt. leer {q.}1{q.}| {q.} | @
0,1 0,1 ={01}
1 0,e 1 Unterschiede zum DFA
e ¢ Transitionen
e keine/eine/mehrere Transitionen
Ausfihrung: 010110 akzeptiert,
010110 . {a1} da
0
. { ql} existiert
1 Der NFA arbeitet wie folgt:
‘ ._6' {q1,92,93}  sobald der NFA mehrere
0 Moglichkeiten anbietet, teilt
sich die Maschine in die
’ . {41, 95} entsprechende Anzahl
1 Kopien auf und verfolgt jede
€ Moglichkeit mit einer Kopie.
’/ . . ‘ { 41,92, 93, q4} e-Transformationen ergeben
1 ebenso eine Kopie.
€ Wenn die Kopie nicht mehr
‘. .\ {41, 92,93, 94} weiterkommt stirbt sie.
0 Sobald eine Kopie in einem
akzeptierendem Zustand ist,
@ {49193, 94} akzeptiert der ganze NFA.
Potenzmenge | von M ist die Menge aller Teilmengen von M, Q = {q4, 42, 43} |P(M)| = [2M| = 2™
PQ) = 2° = {0,{q1}, {92}, {a3}, {9192}, {9193}, {q295}, @} Q=a
PQ)]=219=2=38 2%° = (0,{9}, {{}}. {0, (a}}
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Theorem Jeder NFA hat einen dquivalenten DFA. Rabin und Scott, 1959, Turing-Award 1976
Beispiel Sei N = (Q,%,6,s,F) ein NFA, der L erkennt
Wir konstruieren einen DFA D = (Q',%,8',s', F") der ebenfalls L erkennt
1. Q' =2¢

2. §'(R,c) = Uyer E(&(r, c))
3. s'"=E({s}
4. F'={R € Q'|R N F # @} (R enthilt mind. einen akzeptierenden Zustand von N)

/‘ ‘\ {q1,95} =R
® ® ®
{491,942, 93,94} = 6'(R, ©)

6(q1,0) 6(qs,¢)

E(8(q1,0)) v | E(5(q5,0)) =8'(R,0)
Dabeiist E(R) = {q € Q|q ist erreichbar von R mit 0 oder mehr € — Transitionen },E(q,q2,q3) = {qs}
5'(9,c) = U E(8(r,¢)) = ©,da neutral von U

TER

®

NFA -> T = {a, b}
Q' =2°
={0,{1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}
s’ ={1,3} > 3wegene
F' ={{1},{1,2},{1,3},{1,2,3}}
) a b abbreviated
{0} ) )
DFA {1} [0) {2} nicht erreichbar
{23 | {23} | {3}
{3t | {13} | ¢
{1,2} | {2,3} | {2,3} | |nicht erreichbar
{13y | {13} | {2}
{2,3} | {1,2,3} | {3}
{1,2,3} | {1,2,3} | {2,3}
irgendwas = @
reQ
NE = Nicht erreichbar
Definition Die Operationen U (union), (concat),* (Kleene'scher Stern) heissen reguldre Operationen
Definition Eine Menge M heisst abgeschlossen unter einer Operation o: M X M — M, falls fur alle x,y € M gilt x oy € M
Bsp N={0,12,..} (N, +) ist abgeschlossen
(N, —) nicht abgeschlossen
Theorem Die reguldre Sprachen sind abgeschlossen unter den regularen Operationen.
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Regular Expressions (Reguldre Ausdriicke)
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Bis auf Benennung der Zustdnde eindeutig. Lasst sich konstruieren.

RE Sei R ein RE. Dann ist L][R] die Sprache, die von R beschrieben wird.
Regular Die sechs Formen Syntax Semantik (quasi quotation) |NFA
Expressions || 1. Zeichen aus R=aq, L[R] = {a}
dem Alphabet a€elX
wachsende || 2. Neutrales Element R=¢ L[R] = {e}
Prioritdt der Konkatenation
i 3. Neutrales Element R=9 LIR] =0
der Vereinigung
4. Vereinigungsmenge | R = (R{ UR,) L[R,] U L[R,]
+ Normal > Starts (normale math.
Vereinigung)
5. Konkatenation R=(R,"Ry) LIR,] - LIR,]
Akzept 1 5 Start 2
Akzept 1 > Normal
6. Klee'nescher Stern R=(RY) (LIRD®
+ Akzept Syntak. Zucker: L'=I1ultul?..
all Akzept > Start R* = RR* ={6}ULUVLL..
(mind. einmal) LY =LULLULLL..
Bsp Y = {a, b}, (ab U a)*
a b
ab
abuUa
(abuU a)*
nicht optimieren -> nicht Sinn -> erfolgt spater
Satz Jede Sprache, die durch einen RE beschrieben wird, ist regular. -> ein DFA existiert
Satz Zu jeder reguldren Sprache gibt es einen dquivalenten Reguldaren Ausdruck.
Beweisidee: DFA -> GNFA (Generaliced NFA) -> RE (nicht teil der Prifung)
Satz Minimierung: Zu jedem DFA existiert ein dquivalenter DFA mit minimaler Anzahl Zustédnde.
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Pumping-Lemma

Goal Das Pumping Lemma wird verwendet, um zu beweisen, dass eine Sprache nicht regular ist. Mittels Widerspruch.
Pumping- Annahme: L sei regular.
Lemma Dann gibt es nach unseren Pumping-Lemma ein p € N, so dass jeder String € L mit |s| = p p-pumpbar ist.
Wir suchen und finden einen String € L, der nicht p-pumpbar ist. -> L ist nicht regular.
s ist p-pumpbar, wenn s ist nicht p-pumpbar, wenn
es gibt eine Zerlegung s = xyz mit fir jede Zerlegung s = xyz mit
a) lyl=1 a) lyl=1
b) Ixyl<p b) Ixyl<p ,
c) (Ve N|xyiz €L), N={0,12,..} esgibteini = 0mitxy'z &L
Anwendung |L reguldr = L kann gepumpt werden. kontrapositiv: (p = q) = (-q = —p)
L kann nicht gepumpt werden => L nicht regular
Beweis SeiM = (Q,%,6,s,F) ein DFA, der L erkennt.
Sei p die Anzahl Zustande von M, also p == |Q|
Seiw = 5,5, ...5, ELmits; EXundn =>p
Seiry, 1y, ...,Thy1 € F die Folge von Zustanden, durch die M lauft, um w zu akzeptieren:
s=n
W = 1781155573537 . 1 SnTns1
Tip1 = 0(13,51), i=1l.n
LingederFolgeri:(n+1) = (p+ 1,also(n+1) >p
alson + 1 > |Q|. Weil M p Zustande hat wird mindestens ein Zustand irgendwann zweimal durchlaufen.
(Pigeonhole principle = Taubenschlag Prinzip) e.g. 10/7 gibt irgendwann ein Periode
Pigeonhole | 7; 7y 73 7 7 T Tps1 Tnt1
Sy S5 S3 Sj—1 S; Si—1 S Sp Sn
l=p+1 irgendwie lyl =1
a. |yl=1 lxyl <p
b. |xyl=1-1<p+ lxyz| = p = |Q|
1-1=p
c. M akzeptiert xy'z
fur alle i € N(mit 0)
mehr formal | Sei L regular tiber X, dann:
A(es existiert) p €N V,€ Lmit|s|=p a. |yl=1 pumpupi > 1
Ax,y,zZ €L mits =xyz b. |xy|<p pump down i =0
c. (VieN|xy'zel)
Beispiel B ={0"1"|n = 0} = {¢01,0011,000111, ...}
E5P1 Intuition = ich muss mir merken wie viele 0 ich genommen habe und dann gleich viel 1 nemen -> kein Beweis
Beweis 1 Beweis 2
Sei B regular. Sei p eine Pumping-Lange. Wahle
. _ pfallsp gerade ist s=0P1P7 € B
- {p + 1 falls g ungerade
Seis=0717 € B Isl=2p2p
. _, _
|s|—?+?—p >p Zerlegung s = xyz
Also s zerlegen: s = xyz mit Eigenschaften a, b, c -
Variante 1 Variante 2 Variante 3 Variante 1
s=000..0011...111 | s = 000..00111..1111| s= 0000011111 §=000..0011. 111
x v X 5 > v v -
y enthalt nur Oen y enthalt nur len y enthilt Oen und len y enthalg nur Oen
- xy?z ¢ B - xy?z ¢ B Reihenfolge ist aber kaputt , —Xy Z €5
- xy*2¢B keine weitere Zerlegungen,
keine weitere Zerlegungen -> nicht pumpbar dafxy| <p
Minimal Bezeichnet den kleinstmdglichen Wert fiir p € N, so dass das Wort beim Aufpumpen noch Teil der Sprache ist.
Pumping
Length
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Kontextfreie | e.g. grosster gemeinsamer Teiler commands = while, if, :=
Grammatik |while m != n do expression = 'I="'; "'>' ) ‘'-!
if m > n then
m:=m-n whileCmd -> while expr do cmd endwhile
else ifCmd -> if expr then cmd else cmd endif
n:=n-m assignCmd -> ident := expr
endif cmd -> whileCmd
endwhile cmd -> ifCmd
cmd -> assiCmd
expr -> ...
Beispiel A->0A1 nicht terminal symbole (NTS) / variable
A->B terminal symbole (TS)
B->#
Startsymbol
Meta-Symbol: z.B. "kann die Form haben"
CFG Eine CFG ist ein 4-Tupel (V,%,P,S) 1. V: Alphabet der NTS
(Context 2. X: Alphabet der TS
free Vni=9 3. P: endliche Menge von Produktion €V x (V UZ)*
grammar) 4. S: Startsymbol eV
Herleitung A—> 041 A => 041 »=>“: leitet her
A—> B A => 00411 alles e (VU )”
B—> # A => 00B11 AA => BB // mehrere links ist ok
A => 00#11 € X"
Sprache Sprache L(G) einer CFG G ist die Menge aller Worter aus X*, die vom Startsymbol hergeleitet werden kdnnen.
einer CFG L(G,) = {0'#1!|i e N}
Definition | Sprache heisst kontextfrei, wenn sie durch eine kontextfreie Grammatik erzeugt werden kannn.
Herleitung |Seienu,v,w e (VUZX)*, "A->w"€P
formal Dann udv => uwv einzelner Herleitungsschritt
u leitet v her, u : v, fallsu=v
oder es gibt eine Folge
UDU DU, D DU DV
L©G) ={wex|s=w)
furG = (V,%,P,S)
Satz Jede reguldre Sprache ist kontextfrei. Ry = OR, R, = O0R,
Beweis-ldee: R, = 1R, = 01R,
R, = OR; = 011R,
A A R, = 1R, = 0110R;
1 R; = OR, = 01100R,
Q R; » 1R, = 01100¢
R, o€ = 01100
Palindrom |Wort von hinten = Wort von vorne z.B. Anna
PDA Push nicht deterministische PDA <=> CFG
Down determinischte PDA (schwacher) — teilmenge von CFG
Automat
{a'bick|li=jvi=k} S - RC|T
Diese Sprache braucht Nichtdeterminismus inharent! R - aRble
C - cCle
T - aTc|B
B — bB|e
Pumping- X y 7 u v Pidgeonhole: endlich viele Produktionen.
Lemma fiir Machen wir aus Zeitgriinden nicht
CFG xy'zulvel  V,EN
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Turing
Maschinen

nach Alan Turing
1936

Turing-Maschine (TM) ist ein 7-Tupel 1.
(Q; %,T, 8,95 Gaces Qrej)

q;

Q=0QcVQy

Qc ={q0, ) qc-1}

QH = {Qaccr qrej}
2. X (Eingabealphabet)

T ={oy,..,04}

T
u€er:

length: potentiell unendlich lang

operationen: read / write / shift left / shift right

Schreibweise: 1 0 q1 1

g ist vor dem lesendem, Kopf zeigt auf rechts von u 4
Start = Wort w von links auffillen, Rest ist blank

qs: zeigt auf erstes Element

Bewegung links/rechts: §(q;,0) = (qj, 1,L):

verr

3. T':Bandalphabet
r={_}juzue

I'= {YO! Y1 "'tyt}
ergdnzende Zeichen

0= {01, ...,et}

5. g5 € Q:Startzustand

Q: endliche Menge von Zustanden

[Ql =c+2
c(continue) = 0
s=>1
ITl=1+s+t

t=0

total
8100 X T —5Q x T x {L, R}
// Qace Grej keine Nachfolgekonfiguration

Encoding einer
™

6. Qgcc € Q: akzeptierender Zustand

Spezialfall u = € —Kopf bleibt am Anfang 7. Grej € Q:verwerfender Zustand

Qacc ia Qrej
., =1{B,01,",C,Q,A],D LR W}

Deklaration Startzustand | Transition Eingabewort
B0°1%,CO¢, Q(AlJ109,) D(8¢)(81) .- {84-1) W(so), ..., (Sw-1),
s=Zl =1 A:accept |einzelne Transition: (s): 0"

t=0 J:reject (8) : 05,0/, (A|J|0%,)0!,
c=1Ql-2=0 beschreibt:
8(av;) = (dacelarei| @i v 1 17)

Beispiel Beispiel Beispiel Beispiel

B0001, €O, Q00, 00,0,000,00, L W00,0,000, codiert o,, gy, 05
-s=1%=3 > q; codiert (q2,v1) = (43, v2, left)

- ¥ = {0y,05,03}

consider: | default transitions allowed (with blank to reject), multiple transitions allowed (first is taken), run word

Konfiguration akzeptierende Konfiguration q = Qace

=Gesamtzustand |verwerfende Konfiguration q = Qrej

der Maschine haltende Konfiguration 4 = Gacc V 9 = Gre;

Beispiel A ={0?"|n = 0} = {0,00,0000,00000000, ... } 1. accept 2. reject
00000000_,_ , |000000_
_XOX0x0x _XOx0x
_XXXOXXX _XXXOX
_XXXXXXX

.—R
x—>R

,gehe ganz
nach links”

.20 0 0 _
_ X30 0 _
_ X 040 _

,gerade =
# 0en” =

,genau eine
0in Form _“

0 - R 0-xR | = =

yungerade | —

# O0en” 5
x — R|P= X X X .

10000 _ _

—
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Berechenbarkeit / Entscheidbarkeit (~21%)

™ TM M akzeptiert (oder verwirft) Eingabe w, falls eine Folge von Konfigurationen C;, C,, ... C;, existiert mit:
akzeptieren / 1. C, ist Start-Konfig fir w
verwerfen 2. jedes C; liefert C;yq
3. Cy ist akzeptierend (oder verwerfend)
Sei L(M) die von M erkannte (recognized) Sprache. Das ist die Menge aller von M akzeptierter Wérter.
Eine Sprache heisst Turing-erkennbar (oder rekursive aufzahlbar), falls TM existiert, die die Sprache erkennt.
a) akzeptiert
b) verwirft
c) oo-Schleife
halten = akzeptieren oder verwerfen
BlackBox Solange die Maschine lauft, wissen wir nicht, ob sie weiterlauft oder anhalten wird.

Falls Eingabe oo-Schleife erzeugt, wissen wir nie, ob eine Endlosschleife vorliegt.

Entscheider

Besser: TM, die immer hilt, fur jede Eingabe. Diese heissen Entscheider (decider)

entscheidbar

Eine Sprache heisst entscheidbar (decidable), falls eine TM die Sprache erkennt und immer halt.

Maschinen-
Varianten

Mehrband-Maschine

5:Q' xT? - Qx(T'x{L,R,S})>?

:
(0] 1 1 1 0 O 0] oo

Kann die mehr?

Nein wir kdnnen die auch schreiben als:
abaaba#0111000#

-> nicht drastisch langsamer

Alle Varianten von TM kénnen exakt dasselbe: Jede Iasst sich durch andere simulieren.
A-Kalkil, while-schleifen, TM, etc. erkennen exakt diesselbe Sprache.
Jedes Modell kann jedes simulieren, die man bis heute gefunden hat.

CHURCH-TURING-These (kein Theorem)

informal: Intuitiver Begriff

Algorithmus

Anno dazumal:

"Ein Prozess, durch den in endlich
vielen Schritten bestimmt
werden kann..."

A-Kalkal
Algorithmen

formal: ™

Algorithmen

viele weitere

Axiom der Informatik

Universal-
Maschine (U)

TM: Turing Maschine

w m acc/rej/oo

U: Universalmaschine

Beschreibung
einer TM

<w> U Interpreter matllAIL e

UM)w)] = M[w]

MIw] = acc v M[w] = rej

Akzeptanz- mw € E((tmw)) E({tmw)): Sprache aller legalen Kodierungen
problem Ary = <mw € I} |let(M,w) = dec[mw] von einer TM und einem Wort
Ary M[w] = acc mw(Maschinenwort) € E: Syntax check
Halteproblem mw € E((tmw))
HALTry HALTry ==<mw € Z;| let(M,w) := dec[mw]

Undefiniert L c(x) =5 Nebenbemerkung: Man benutzt dieses 'bottom’
“bottom” c(1) =1- ineager SML auch fiir Programmiersprachen-Semantik.
c¢(L) =5 - inlazy Haskel
TMy Sammlung aller TM, die auf X laufen.
Funktionen: |magic: {acc,rej,Ll} -> {acc,rej} flip: {acc,rej,L} -> {acc, rej, L}

U:z; — {acc|rej},

total
U:%,, — {acc|rej| 1}

magic und flip |magic(acc) = acc flip(acc) = rej
magic(rej) = rej flip(rej) = acc
magic(Ll) = rej flip(l) = 1

partiell

-> recognizer/Erkenner

Marcel Meschenmoser
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Spec Universal Ulmw] = rej if mw & E({tmw)) U[w]: Maschine laufen lassen mit w
Maschine otherwise

let(M,w) = dec[mw] partiell: sie muss nicht an aller Stelle definiert
accif M[w] = acc | accif M[w] = acc . partiell
rej i]]: M%W% —rej | rej i; M%w% —rej | M[w] sein, kann aber. Syntax: » oder ——
0 if Mw] = o L if Miw] =1 2 und 3 Spalte: mathematisch exakt
Satz U erkennt A, aber entscheidet A, nicht. Beweis: Vergleich Ay mit U.
Satz U kann implementiert werden. Beweis: siehe 3-Band-Maschinen.
Theorem: (U) sei M € TMy,w € X*.
Dann U[{M)U)] = M[w] letzte Lektion
Spec A:x total {acc|rej} -> Entscheider
Acceptance Almw] = rej if mw ¢ E((tmw))
Maschine otherwise
let(M,w) = dec[mw]
acc if Mw] = acc | accif M[w] = acc | magic(M[w])
rej if M[w] =rej | rejif M[w] = rej
rej if M[w] = o rej if Mw] =L
Satz (A) Sei mw € X,,. Dann A[mw] = magic(U[w]) Allx]: A angewandt auf x, A lauft auf x
Satz A entscheidet Ay Beweis: Vergleich Ay, mit der Spec A.
Satz A kann nicht implementiert werden. Bew: Durch Diagonalisierung; folgt...
Spec D (Diagonalmaschine) D € TMs,
D: Z; wii{acc,rej} D[m] = flip(A[m(m)]) // Entscheider
Xr 2, \{W3} zur Beschreibung von TMs
Veranschau- | D konstruiert [m(m)] fur gegebenes m. Uu:0->1
lichung Bsp: 1->2 B->8
B0000OOLOLLLO111,C...L: mE X} ,->3 c->9
81111111111122239...5 R->4
We0000000,0,0, . ..000000000, . ..00000, L->5 D->11
Beweis dass A (x): Beschreibung von x Weil D € TMgy,_, tritt in einer Zeile auf. D ist Entscheider.
nicht U (My) | (M) | (M) €Xr A (My) | (M,) | (Ms) (D) ez
implementiert M, acc rej L M, acc rej rej
werden kann. M, acc | acc | acc M, acc . acc
M, rej rej 1 M, rej rej rej
€ TMy, D rej | B8 | ace Problem da flip
€ TMy,

Eintrage

M; [[(Mj)]] = U[[<Mi) ((Mj»]]

magic(M;[(M;)]) = magic(U[(M;) (M;)]) = A[(M) ({M)]

magic(D[(M)]) = [{M))]

DM} = flip(A[(M;) M;))] = flip | magic

M;[(M))]

diagonaleintrige

DI(D)] = flip(magic(D[(D)])) = flip(DID)])
Widerspruch in beiden Fallen acc und re;j.
-> D kann nicht existieren. -> A existiert nicht.

Komplement L

L=3"\L

L quer ist sigma stern ohne L

Satz

Falls L und L beide erkennbar sind, dann ist L entscheidbar.
Beweis: Sei M, ein Erkenner fiir L, Mz Erkenner fiir L.

Sei w € X*. Konstruiert TM M, die abwechselnd einen Schritt
von M; und einen von Ms.

Fallsw € L,— M, in endlicher Zeit.

Fallswe¢L,-weL - Mjs in endlicher Zeit.

-> M terminiert

Falls M; accept -> M accept

Falls Mz accept -> M reject

Korollar (Folgesatz)

Ay = Zi\Apy ist nicht erkennbar.

Beweis:

Annahme: A, wire erkennbar. Apy, ist
erkennbar, durch U.

-> Ay ware entscheidbar. Aber es ist ja nicht.
— Ay nicht erkennbar.

Theorem

HALT,, ist undecidable.
Proof by reduction: reduce Ay to HALT
That is: if HALTy,, would be decidable, then would be Ary,

If | could solve HALT;y,, then | could run U with this and solve Apy,.
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Aussagenlogik

Alphabet Ein Alphabet setzt sich aus folgenden Zeichen zusammen: |— Negation
1. Aussagenvariablen Var = {p;,p,, ... } A Und-Verknipfung (Konjunktion)
2. Logischen Junktoren | = {—,AV, -, &} V Oder-Verkniifung (Disjunktion)
3. Hilfszeichen HZ = {(,)} — Wenn-Dann-Verknipfung (Implikation)
< Genau-Dann-Verkniipfung (Aquivalenz)
Sprache Ly, Context freie Grammatik mit den Regeln

G = (V,T,R,(formel)
N = {{formel){variable)}
T = {A;V’ -, ™, (l ); p]_; pZ; ---pn}

(variable) = p,
(variable) = p,

(variable) = p,
(formel) = (—(formel))
(formel) = ((formel) A (formel))
(formel) = ((formel) vV (formel))
(formel) = ({(formel) - (formel))
(formel) = ({(formel) & (formel))
Startsymbol:

LA,:
L(G) = {w € T*[(formel) =" w}

LA;: Sprache der Aussagenlogik

L=\ 14
i=1

(formel)

Semantik der

Belegung der Variablen Beispiel:

Ly w:Var - {0,1} w(p,) =1,w(p,) =0
p - w(p) PiApP, =0
Wabhrheits- D1 P2 | P PLAP2 | PLV D2 P12 D2 | P © Do Interpretation der Formeln unter Belegung w
tabellen 00| 1 0 0 1 1 I,: L, — {01}
01 1 0 1 1 0 ¢ - 1,(¢)
1(0] 0 0 1 0 0
1(1] 0 1 1 1 1 P12 P2 = P1VP2
Modell Eine Belegung w heisst eine Modell fiir die Formel ¢,

Beispiel: ¢ = (((P1 - ("Pz)) \ p3) A _'P1)

wenn I, (¢) = 1ist, d.h. wenn die Formel unter der
w(p) = 0,w(p,) =w(ps) =1-1,(¢) =1

Belegung w wahr wird.

Definitionen

¢ heisst erfiillbar, wenn ein Model fiir ¢ existiert.

¢ heisst falsifizierbar, wenn ein Modell fiir (—¢) existert.

¢ heisst Tautologie, wenn jede Belegung Modell fiir ¢ ist.

¢ heisst Kontradiktion, wenn keine Belegung Modell fiir ¢ ist.

Aquivalenzen

Assoziativitat

pv@Vp) = (@VYP)Vp

PAQPApP) = (@AY AP

Distributivitat

dV @ Ap) = (@VYP)A(PVD)

PN V)= (@DAY)V(PAD)

de Morgan

(P VY) = (=¢) A (=)

(P AY) = (=) V (=)

dquivalent Zwei Formeln ¢, € Ly, heissen (logisch) dquivalent, wenn sie unter allen Belegungen denselben Wert
annehmen. Wir schreiben ¢ = 1), wenn ¢ und ¥ dquivalent sind.
wichtige Kommutivitat pVY=yYpVveo PAY=YPAP

Negation

(=(=9)) =~ ¢

Normalformen

Bedingungen
nur V,A enhalten
— nur vor Variablen

Beispiel
(=p2) A (=p3) V ps

Nicht-Beispiel
—(pz Vp3)

Negationsnormalform

Konjunktive Normalform | Konjunktion von Klauseln Ki ANK, NK; (py Ap2) A (p3s Apy)
(p1 Vp2) A (p3 V ps)
Disjunktive Normalform | Literale mit A verknUpft LiVL,VLs (p1 V—p2) V(p1 Vps3)

danach mit v (p1 A =p2) V (5L ADs)
Satz: Jede Formel kann dquivalent in alle Normalformen umgeformt werden.

Chomsky- Alle Regeln von der Form. A — BC, A — b. Entweder nur Terminal oder nur Nicht-Terminal-Symbole.
Normalform Verschiedene in Oder |’ sind erlaubt. Max 2 Zeichen.
Literale Eine Variable p; oder ihre Negation (=p;) nennt man auch Literal. Wir bezeichnen Literale mit L;.
Klauseln Werden Literale nur mit dem Junktor V verknipft, sprechen wir von Klauseln und bezeichnen sie mit K;.
Modelle Die Formel ¢ folgt logisch oder semantisch aus den Formeln ¥, Y, ...}, wenn gilt, dass alle Modelle der
Formeln ¥, ,, ...\, auch Modelle der Formel ¢ sind. Wir schreiben dafir: 4,9, ..., ¥, = ¢.
Vorgehen:
1. Bestimme alle Variablen in den Formeln ¥, ¥, ..., ¥, und ¢
2. Bestimme alle Modelle fir Y; AP, A LAY,
3. Teste, ob alle diese Modelle Modelle fiir ¢ sind.
Spezialfall Tautologie E i

Deduktionssatz

Es gilt ¢ E 1 genau dann, wenn E ¢ — 1 gilt. Wir missen also zeigen dass ¢ — 1 eine Tautologie ist.

Marcel Meschenmoser
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Komplexitatstheorie (KT) (~43%)

Komplexitdt allgemein

Algorithmische Das allgemeine Modell war, dass eine Berechnung die schrittweise Umformung eines
Probleme Eingabestrings in einen Ausgabestring ist, die durch eine endlich beschreibbare Maschine
f:X* = X* | M ausgefihrt wird.
a) Es gibt Zustande und die Berechnung ist eine Folge von Zustandsdanderungen.
b) Die Maschine M kann ein Automat, Algorithmus, Grammatik oder Programm sein.
Komplexitats- | Nun geht es darum, den Aufwand und die Ressourcen fiir eine Berechnung zu bestimmen.

theorie | Uns interessiert nicht ein konkretes Problem (=Instanz), sondern die zusammengefasste Menge (=Problem).

Problemvarianten| 1. Variante: Optimierungsproblem (e.g. min Knoteniiberdeckung) Wenn ich ein Oracle fiir 1 habe,
2. Variante: Werteproblem (e.g Anzahl Elemente fiir min Knotenib.) |dann kann ich 2 bestimmen.
3. Variante: EP: Entscheidungsproblem Wenn ich ein Oracle fiir 2 habe,
e.g. Gibt es eine Knotenliberdeckung fiir G mit k Elementen, w € L | kann ich 3 bestimmen.

Codierung | wichtig, um in einer Turing Maschine eingeben zu kénnen.

Das 1-Band Gegeben: Alphabet 2{0,1} und Sprache L c ¥* TM = natirliche Kostenmasse
TM-Modell Wir betrachten eine 1-Band TM ty > N* // Ressource Zeit
M= (Q,Z, Fl 6; Jo0, F) mit L = L(M) w — tM((U) Anzahl Schritte bis Halt

Sy > N* // Ressource Raum/Platz

w = sy(w) |Anzahl Zellen die die
Maschine braucht bis Stopp
// inklusive Platz fir Wort w
Bemerkung 1: kleinste Anderung fiir “1Bit” = 1Schritt
Bemerkung 2: TM sind “lokale” Modelle

Unser Interesse gilt z.B. den Sprachen Uber X.
Wir méchten etwas liber die Komplezitat des EP
(Entscheidungsproblem) einer Sprache wissen.
Bsp|1l:L, =ZX* L, - regulire Sprache - 0(n) = n
2:L, = {0*1¥|k € N} L, » CFG - 0(n) = n?

3: L, ={10,11,101,111,1011,1101, ... } (Primzahlen)

Komplezitat | ist eine Funktion die den Aufwand misst in Abhangigkeit von der Inputlinge n = |w|.
Worst case |Ty:N - N Sy:N—->N
complexity |n = Ty, (n) = max{ty(w)|w € T* |w| = n} n - S, (n) = max{sy(w)|w € T*, |w| = n}
asympt. Kompl. | Wie verhalt sich Ty, (n) -? fiirn - o
Bsp L, Ty(m) = 0(n?)| < Cn? firn > n,
Unter und obere Schranke (fiir gross n): C;n < Ty, (lw]) < C,n?
Das k-Band Bsp: 2-Band-TM mit L(M) = L, 1. Im zweiten Band erstes abschreiben - n
TM-Modell 2. Zweite zuriick - n
0 3. Gemeinsam zur Mitte — n
n 3n=0(n)
m - Problem: dies sagt uns etwas tiber die Maschine
aus, jedoch nicht Gber den Algorithmus.
Bsp L, Ty, (n) = 0(n)
Ty(n) = Q(n)
Tyz(n) = 0(n) L, kann mit k-Band TM optimal in linearer Zeit entschieden werden.
Komplexitats- Eine Komplexitatsklasse ist mit 4 Parameter bestimmt. Was braucht wie wieviel von was?
klassen 1) Berechnungsmodell (z.B. 1-Band, k-Band-TM, RAM, ...)

2) Berechnungsmodus (z.B. deterministisch / nicht determ. / parallel)
3) Resource (z.B. Zeit / Platz)
4) Schranke (z.B. logn,nk, n,n?, exp™)
Bsp | L, gehort in die Klasse der in quadratischer Zeit mit einer det. 1-Band TM entscheidbaren Sprachen.
TM% Menge der deterministischen 1-Band Turing Maschinen tGber dem Alphabet £
T My | Menge der deterministischen Mehrband-Turing Maschinen {iber dem Alphabet X. TMi c TMjy
NT Ms, | Menge der nicht deterministischen Mehrband Turing Maschinen Gber dem Alphabet X.

DTIME | DTIME,(f(n)) == {L € £*|3M € TM}: L = L(M) und Ty,(n) < 0(f(n)) L, = 0%1¥
DSPACE| DSPACE,(f(n)) := {L € X*|3M € TM}: L = L(M) und Sy (n) < 0(f(n)) L, € DTIME,(n?)
NTIME| NTIME(f(n)) = {L < 3*|aM € NTMy: L = L(M) und Ty, (n) < 0(f (n)) L, € DTIME (n)

L, € DSPACE,(n)
L, ={€,01} - DTime (1)
L. = (01)* > DTime;(n)

DTIME,(f(t)) € DSPACE,(f(t))
DTIME (n*) c DTIME, (n?*)

m-adische n = (51),, = (110011), = 1111111111...11111 Anzahl Zeichen zur unéren Darstellung:
Darstellung dezimal binar unir [nl,, = [log,,(n)] + 1
non-determ. TM | mehrere Berechnungspfade | 6:Q xT' > P(QxTIx{LHR}
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Klasse P P ={L c X*|3M € TMy und p(x) Polynom mit L = L(M) und Ty;(n) = 0(p(n))
P ist die Klasse der in polynominaler Laufzeit, deterministisch entscheidbaren Sprachen.
Es gibt eine TM die das Entscheidungsproblem in polynomialer Zeit I6st. Ich kann eine Antwort geben.
These von Wenn zwei universelle deterministische Berechnungsmodelle (mit logarithmischem Kostenmass) gegeben sind,
Cobham und |dann existiert ein Polynom p(n), so dass t Schritte im ersten Modell durch p(t) Schritte im zweiten Modell
Edmonds simuliert werden kdnnen.
Klasse NP Die Klasse der NP-Entscheidungsprobleme ist genau die Klasse, der in polynomialer Zeit mit einer nicht-
deterministischen Turing-Maschine entscheidbaren Sprachen.
Ich habe in verniinftiger Zeit keine Antwort, aber wenn ich die Antwort habe, kann ich diese verifizieren.
Losung Uberprifen geht linear. z.B: Faktorisierungsproblem liegt in NP als Funktionsproblem.
Eine Sprache L c X* liegt in der Klasse NP wenn gilt: LENP:&
Es existiert eine deterministische TM M mit 3IM € TMs, k € NY mit Tyy(n) = 0(n*)
polynominaler Laufzeit und eine Polynom p, dp(n) € Z[n]
sodass fir alle x € X* gilt: Vx €L
Ein u, dass zu x gehért, nennen wir ein Zertifikat von x. x €L e 3uemit|ul <p(x])
u darf nur polynominal langer sein als x mit M(x,u) =1
Klasse P ist eine Teilmenge von NP P ¢ NP, setzte u = € (leer)
co-NP vu € 2% |lu| < p(|x]) mit M(x,u) =0 coNP ¢ NP
co — NP := {L c ¥*|L := X*ohne L € NP} P c NP ncoNP
NP-hart Sprache L ist NP-hart genau dann wenn fir alle < VL e NP:L <L
Sprachen die in NP liegen gilt, dass diese reduzierbar |z.B. Faktorisierungsproblem liegt nicht in NP-hart
auf L sind sind.
NP- Wenn ich eines 16se, haben ich alle anderen gel6st. < 1. List NP — hart,
vollstindig Enthalten die schwierigsten EP in NP. 2.L e NP
Reduktion
Reduktion in | Problem A kann auf Problem B zuriickgefuihrt werden. Problem A mapping auf Problem B.
der KT A<B Aist in irgendeiner Form einfacher als B.

Reduktionen

Turing Reduktion (allgemeiner)

Gegeben: Zwei algorithmische Probleme A, B und
ein Algorithmus Algg um das Problem B zu I6sen
mit Laufzeit Ty (n)

Def: A ist Turing reduzierbar auf B: &
3 Algg, der Problem B I6st
3 Alg,, der A I8st, mithilfe von Subprogram B
3 Polynome p(n), q(n), r(n) mit:
T,(n) < p(n) + q(n) * Tz(r(n))
p(n):Laufzeit von A ohne B
q(n):Anzahl Aufrufe von Algy
r(n): Abschatzung der Grésse des Inputs fir Algg
Bemerkung: Relation

Karp-Reduktion (Spezifischer, polynom.-reduzierbar)
1-Schritt Reduktion: g(n) = 1
af:5F > 3
mitVw EX:w € L; © f(w) €L,
Es gibt eine polynominale TM

2.B.L, = {0*1¥|k e N}, L, ={0,1}

Die Funktion f sagt, das jedes Wort von L; auf L,
abgebildet werden kann. w = 0¥1¥ - 0

Jedes Wort ausserhalb von L; kann ich ausserhalb von L,
abbilden. w € X*ohne L; = 00

Beide sind jedoch polynominal, desshalb ist dieses Bsp
uninteressant.

L,eP=>L,€P, L gP=>L,¢P

© A<rBundB <; A

Notation A<rBoderA<,B L <, Ly
reflex&transit <r ist reflexiv und transitiv <,ist reflexiv und transitiv
aquivalent |A =; B, A und B sind Turing-dquivalent A =, B, Aund B sind Karp-dquivalent

(:)AspBundBSpA

Im Allgemeinen sind Werteproblem, Suchproblem
und Entscheidungsproblem (EP) eines Problems
Turing-dquivalent.
Beispiel

L, ={01,0101,010101, ...}

L, = {0%*(1110)*|k € N*}

R {001110,falls w € L ist

101, sonst

LemmaVar L; <, L,

f
3 >y

LD

Vw €EX:w€EL & f(w) EL,

Aquivalent

Optimierungsproblem
CLIQUE = IS = VC

Entscheidungsproblem
CLIQUE =, IS =,=VC

Marcel Meschenmoser
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r=3

v
v, 3

SAT <, 3SAT ¢ € 3SAT & ¢ € SAT
Wir benutzen den Satz von Cook-Levin: Es gilt VL € NP: L <, SAT
Wir missen zeigen: SAT <, 3SAT, weil <, transitivist,da VL € NP: L <, SAT <, 3SAT
Satz: 3SAT € NPC
1) 3SAT € NP
2) 3SAT ist NP — hart
z2u zeigen: VL € NP: L <, 3SAT
Vorgehen Beweis
Sei¢p =k, Vk,V..Vk; (k sind Klauseln) Behauptung: Sei w eine Belegung fiir die Variablen der
Situationa) k; =1 >k =1lvivl Klausel k;, dann gilt:
Situationb) k; =, vl, =>k;=L;VL,VL, I,(k)=1
Situationc) k; =L, v, v..v],n>3 & 3 Belegung fur vy, ..., Vi n_g mit I,(kiy A ...
n — 2 neu Klauseln mit Nkinp)=1
n — 3 zusatzlichen Variablen y;y, ..., y; n_3 |Beweis:
1Klausel: k3 =1, VI, Vy;y Fall 1 ly=1oderl, =1 Alley;; =0
2 Klausel: ki == =y;; VI3 Vy;, Fall2 | I, =1oderl,=1 Alley;; =1
3 Klausel: ki3 = —yi; VI Vyi3 Fall 3 =1 Vi1 Vijoa =1
..Klausel: ki3 = =Yin_a V02 VYin_s 2<j<n-—-1 Yij1Vinz =0
.. Klausel: kj 5 ==Y n_s V0,1 VI, Falld | =l=—=1,=0
Diese Reduktion ist in héchstens quadratischer zeit-komplexitat |6sbar.
3SAT <, SSS Bsp 2 SSS (SubsetSum-Problem) € NPC X1 | %y | X3 | %4 | €1 | €3 | €3
VL € NP:
zu zeigen: L <, 3SAT <, SSS z 1 1
C1 2 C3
d =0V V) AN Vg V) AV Xy Vi) 2, 1 1
a, ..., a;t, t=1'111'333
. . . .. . Z3 1
¢ ist erfillbar wenn y, z; ... g1h; ...t eine Losung besitzt 1 1
y, = 1000 100 Ya
z; = 1000001
91 1
hy 1
hy ° 1
t=1111333
y = positiver (af firmativ) Wert
z = negativer Wert t 1|1|1|1 31313
3SAT <, Clique |Zeichne einen Graphen mit allen Klauseln an den Kanten. X, % X5
Verbinde keine Literale in der gleichen Klausel.
Verbinde keine Literale mit unterschiedlichen Werten.
Xq Xy X3
3SAT <, kGC a) 3GC <, kGC firk >3 b) 3SAT <, 3GC
Seik>5undr:=~k—3, ¢63KNF—>G¢(V¢_E¢)
GF = GC GeinGraph G » G == G UK, Variablen (alle an v;) Klauseln (alle zu v, — v3)
G: Anzahl ¢: n:x;..x, Anzahl ¢p:m:cy ...cp
k=6 G¢ 1Z1

Xn

G::GUK3 . .
~J X1 X1 X Xn
b O- Vsl =3+ 2n + 6m

grine Linien zu allen roten Punkten.

F(v,) = 1 (fir wahr 1)

F(v,) = 2 (fur falsch 0)

F(v3) = 3 (weder wahr noch falsch)
Eine Graphkomponente ist genau dann 3-farbbar, wenn
mindestens eines der Literale [, l,, [; den Wert 1 tragt.
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2SAT € P Beweis:p € 2KNF —» ¢ = ky Aky A . Ak mit k; = (1;, V1;,)

— gerichteter Graph | Bemerkung: I;, V I, = =l;, = I, = =l;, = 1

V4 enthdlt je einen Knoten fir x; und X,

Behauptung: ¢ € 2SAT © — (EI X;: (xi > fl) A (fl > xi)) (hin und zuriick)

Beweis: ABelegung w mit I,,(¢) = 1,d.h.x; = = xj, > X, > = 2 X,
Bsp: p = (1 Vo) A (33 V xy) A (e V) A( )A( )
Seiw(x;) =1- w(x) =1- falsch

Beweis: Konstruktion von w.

X3

?

Wahle einen Knoten x; der noch nicht belegt ist mit der Eigenschaft dass es X4
keinen Weg gibt von x; nach X,. - (Elxl- 5 fL) Algorithmus von
starke Komponente von einem Punkt = jeder andere Punkt erreichbar Valiant, Kosaroju,
Gabow
2GCeP Beweis: Ich kann irgendwo beginnen und die Farben abwechselnd anzeigen, oder ich kann alles

umkehren, bekomme jedoch wieder den selben Wiederspruch. Greedy-Algorithmus

k—d-GC k-Farbbarkeit eingeschrankt auf Graphen G = (V, E)) mit maximalem Grad max{deg(v) |v € V} < d}
Die Probleme k-d-GC mit k>d sind trivial! Da wir mindestens soviel Farben haben, wie wir benétigen.
k: Anzahl Farben

d: Anzahl Kanten pro Knoten

Bem: kG Cpianqr ist fir k = 4 trivial.

Esgilt: 3GC <, 3G Chignar <p 34 GChianar

Graphen Ebener Graph: Zeichnen ohne sich die Kanten {iberschneiden.
Planarer Graph: Graph verzerren bis sich die Kanten nicht mehr iberschneiden.
SSS e NPC 1. Subset-Sum in NPC
ay,0y, ..., 0y t
2,3,...,1102
Algorithmus fir SSS
Array mit boolean values, length t+1
0 |1 |2 3 t
1. Schritt |1 |0 [0 |O 0 |0 0 |0
1, danach Oen
2. Schritt |1 |0 |1 1 0 |1 0
forie{l..n} a, | a, a; +a,

Am Schluss schaue ich ob t 1 oder 0 ist.

#Schritte =n*t
Pseudo-nominaler Algorithmus
Schwach NP-vollstandiges Problem: Nur kleine Zahlen, dann ist es polynominal.

ofach opis
aSLP: Algebraic | Sei F ein Kérper (oder ein Ring)
straight-line Ein aSLP der Ldnge r Giber F mit Input I = {x4, ..., X, } und built-in constants C = {¢y, ...,c,} € F
program ist eine Folge von Anweisungen der Form y; = z; op z;,,i = 1,...,rmitz; ,z;, EIUC U {yj |j < i}
ohne loops und op € O < {+,*}. Der Output ist y,.
ohne if's Bsp: AK:¢; = 1,0 = {+}
Ubungen
Algebra | Taylor-entwicklung General
x 2 xn+1 x@ = ealogx
Y=+t 4o > ——
¢ 172 G
| | = Kardinalitat = Betrag Stirling Formel
N = {Olllzl } n+l -n | TI.+l —n+L
v <+
N* = {123, ..} 2Znn 2ze "< nl<V2rnze an
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ZHAW/HSR
Big-O-Notation

Druckdatum: 05.07.18 FTP_TheoComp

Anzahl ausfiihrungen abhangig von n 0(10™) |exponential
2 _ 2 10
711 + 3'_”(;_ 52_1 0§n ) 0(2™) |exponential
" Ognm_oo (n”loglogn) 0(n3) |kubisch
n =0(e™) 0 (2
n2logn = O(n%*€) . (n)
O(nlnn) |ninn
O(n) = Obergrenze 6 f
Q(n) = Untergrenze |
©(n) = Ober- und Untergrenze
O(Inn) [natirlich log
a4 0(log,, 1) | 10er log
’ . /’/‘
_0’ // 2 4 6 8 10
Approximations-klassen
Notation m: Optimierungsproblem
I;: Menge der Instanzen von
x € I;: S(x) Losungen des Problems
E ) min(f,(x,s),s € S(x)), falls © Minimum
0 x) =
Pt max(fn(x, s),s € S(x)) , falls T Maximum
Definition Ein polynomialer Algorithmus A heisst a-Approximationsalgorithmus fir 7.
o Dvx el A(x) € S(x)
Gegeben: 1 2)3a € [1, »]:
Opt,(x) < afn(x,A(x)),falls 7 ein Max
fr(x,A(x)) < aOpt,(x), falls 7 ein Min
fo(x,81) fr(x,53)
| | ] 1 >
[ I [ | ”
| @Sy || Opta() |
Beispiel: ich wahle a 2, dann ist z.B. nur S, und S5 einen moglichen Algorithmus.
Def APX(a) = Optimierungsproblem fiir der ein a« — Approx — Alg existiert.
APX = U APX(a) APX* = ﬂ APX(a)
a>1 a>1
Bsp (VC) Gegeben: Greedy 1
Ich wahle einen Knoten und streiche die Knoten, usw ... -> eher schlecht
Greedy 2
Ich sortiere zuerst nach k (Anzahl Kanten), danach gehe ich von hoch k zu tief k.
Beides sind keine alpha-Approx. Algs
Minmal:
fT[(x!A(x))
——=<a
Opt,(x)
Matching-Alg (2-Approx Alg)
Ich wahle irgendeine Kante und notiere mir die Knoten, danach wahle ich eine
zweite Kante die ein Matching ist zur ersten Kante.
Sei mC ein minimaler Cover:
ImC| < |VC| < 2|mC]|
Beweis: Erste Ungleichung, mC ist das optimum welches kleiner oder gleich ist.
Zweite Ungleichung: Ich brauche mindestens die Halfte einer Kante, da sie sonst
nicht abgedeckt ist.
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